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Споеобъ наименьщихъ квадратовъ. 


(Обработка опытныхь данных 


ПРЕДИСЛОВЕЕ, 


Въ способф нанменьшихъ квадратовъ даются правила для составлен!я 
эмпирической формулы, такъ чтобы она возможно точифе выражала данный 
ОПыТЪ. Сверхь того этоть способъ показываеть, какъ расположить опыть 
для полученя нанболфе точныхъ результатовъ. Но способу нанменьшихь 
квадратовъ написаны обширные трактаты. Въ этихъ сочиненяхъ входятъ 
опредфленные интегралы, вводятея разные термины, напр. вФроятность 
ошибки, вфроятнан ошибка. Но все это весьма мало пригодно для практики. 
Нрактику нужно дать точныя простыя правила, какъ обработать опытныя 
данныя. Эти правила хогуть быть изложены въ краткой, ченой и етрого 
обоснованной форхф. Способъ напменыпихь квадратовъ можеть быть изло- 
женъ независимо оть теори вфроятностей. Изъ этой теорёи въ опытных 
наукахъ пуЪеть большое значеше тольБо тавъ называемый законъ боль- 
шихъ чиселъ. Но законъ болышнхъ чиеелъ нзвёстенъ съ весьма древнихъ 
временъ; его примфняли въ практнкЪ еще до появлен:я теорш вфроятноетей. 
Яковъ Бернулли даль въ ХУН-мъ столфии математическое доказательство 
закона большихь чиеелъ. Практнкъ можеть не знать этого доказательства, 
н тёмъ не менфе можеть съ уснёхомь прихфиять законъ большихъ чи- 
еслъ въ свонхъ изслЬдованяхъ. Окажемъ ифевБольво словъ, какъ слдуеть 
нонимать законь больших чисель. 


+- 
Законь большихт чиеель. 


Каково бы ни было случайное явлене, при весьма бодьшомъ чиель 
наблюден! всегда обнаруживается нъкоторый законъ, управляющий этимъ 
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явленемъ; этоть закон извёстень подъ пазвашемь закона большихь чи- 
селъ; точнан его формулировка выражлется въ елбдующихь словахъ: 


При вееьма бодышомь чиель наблюдещй наблюдаемыя величины 
нажодятея въ погтюянномь отнощенён. 


Пояенимъ сказанное. Почтовая контора нвогда не можеть доставить 
письма ка домъ цо ненолнот® или кевфреости адреса. Бели мы сосчитаемъ, 
въ течене года число такихь писемь и раздьлимь это чнело на число 
вевхъ писемъ, то найденное отношене изъ года въ годъ будеть поетоян- 
вымъ для данкой почтовой конторы. Конечно, сказанное нифеть мфете 
для почтовой конторы съ большимт, оборотомъ. Точио также, еели мы въ 
большомъ тородв сосчитаемь въ течене года число эпидемичеекихь забо- 
лЪвав! 
чела на число вефхъ жителей, то найденныя отношения окажутся постояк- 
ными съ течетемь времени. 

Олкако, законь большихь чиеель въ ириуфнени въ сощальнымт 
явленямъ оказывастея неточныь. Дфло въ томъ, что закокъ большихъ 
чисель несомифнно указывасть, что случайными явленямн управляють 
нфкоторыя камъ неизвфетныя или мало извфстныя причины; но эти ири- 
чины могуть измфняться. Такъ съ проведенежь кавализади отношение 
числя эпидемическихь забольван въ числу всфхъ жителей значительне. 
уменьшается. Статпетикъ въ концё своихь изслдовани! всегда прилатаеть 
откошен!я каблюдаемыхь величинъ. Если этн откошен:я въ послфдующе 
коды мфняются, то это указываеть на нзифнеше сошальныхь явленй 
Это указан!е даеть поводъ кь разыскаюю нричинъ, повуявшихь ка пзик- 
ненте сощальныхь явленй. 


, число престуилен, число самотбйетвь в т. д. я раздфлимь эти 


Закону большихь чиеель можно дать еще другую формулировку: 


Средняя аривметическая величина. найденная изъ иногить найлю- 
дева, съ возрастамемь чиела наблюден стремится къ постоянному 
предълу. 

Но если въ первой формулировкЪ законъ большихь чнсеть уже ока- 
зывается неточкыхь въ прихфнени въ содальнымь явлен{ямъ, то вторал 
формулировка этого ‘закона Нримо неприхфнима къ сощальнымь явленямъ. 
Пояснимъ это. Въ почтовой контор сосчитаемь за много дней чибло пи- 
сень съ кевёркымь и Беполнымь адресомь; раздлимь это чиёло ца 
число дней; въ результат получимь средвее ежедневиое чнело пивемь 
недоставленныхь ка домъ. Согласно второй формулнровкЪф закока боль- 
шихъ чисель это число должко быть постояннымь. На вамояъ дЬлЬ этого 
пе бываеть по двухъ причинамь: съ’ развицемь культуры п еъ возраета- 
немъ кародоизееленя чнело веёхъ иасемъ возрастаеть, а слёдовательно 
и возрастаеть число ниеемъ съ кевбрнымъ и неполнымь адресами, 
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Но въ наукахъ наблюдательныхь, гдЪф опыть производится при одной 
п той же обстановкВ п при нензивнныхь усломяхт, завонъ большихь 
чисель въ первой и во второй формтлировкЬ вполнф примфнимъ, 


Ошибки поетоянныя и случайныя. Иеключене ноетоянныхь 
ошлбовъ. 


При всякомъ наблюден. хотя бы п самыми точными инструмеятами. 
мы обывновенно дфлаемъ ошибки. Ошибки бывають двухь родовъ: слу- 
чайныя и постоянныя. Случайяыя ошибеп зависять оть вполнЪ случай- 
ныуъ, намъ пензвфетныхь, причинъ. Случайныя ошибки съ одинаковою 
вфроятностью могуть быть кань положительными, тавъ и отрицательными. 
Постоянныя ошибки зависять оть нфкоторыхъ постоянныхь причинъ. 
Постоянная ошибка по большей часты уклоняется въ одну сторону, г. е. 
бываеть дибо положительною. либо отрицательною. 

Мы пе всегда можемь устранить пзъ опыта постоянныя причины, 
вающя на полвлене постояпныхь ошибокъ. Но тЁмь не менфе, при 
вяпиательномъ отношени къ опыту. мы почти веегда можемф исключить 
поетолнныя ошибки. Поетоянпыя ошибки чаще всего завпеятъ отъ несо- 
вершеннаго устройства измфрительныхь приборовъ. ПояснимЪ сказанное 
на двухъ примфрахъ. 


Положнмъ, что мы измфряемь угол дутою круга. Вели центрь вра- 
щен не совиадаеть съ центромъ круга, то отуфренныя дуги не будуть 
пропорщюнальны угламъ, Для пебаюченя этой постоявной ошибки посту- 
паемъ слфдующимь образомъ. Измфряемь дугу, соотафтетвующую данному 
тар; поворачиваемь изуфрительшый кругь на 180 традубовъ и снова 
отечатываемъ дугу; полустмиа найдопныхь дугъ даеть намъ точную вежи- 
чину изыфряемато утла. 

Положияь, что намъ нужно найти ноклопене магнитной стрфаяя. 
Наблюдеще наше будеть невфрно, .еелн’ оеь врашщеня не проходить черсзъ 
центръ тяжести магнятной стр®лки. Этт постоянную ошибку можно исклю- 
чить сибдующимь способомъ, Наблюдаемъ навлопен!е магнитной стрёзвя; 
перемагничиваемь стрёлет (чтобы полюсы перьмфнизи своп мфета) и енова. 
находпыь нанлонене; полустыма найденныхь наглонешй дасть нам точ- 
ную величину магнитнаго наклонены. 

Изь этихъ примфровъ выясняется. что пря авимательнохь отвошен и 
къ опыту, не устраняя постояяныхь причпит, мы всегда можель пекзю- 
чить изъ наблюдещя постоянныя ошибки. ЛалЬе мы будемъ предиозагать, 
что поетоянныя ошибки исключены изь наблюдены. 


3. 


Средняя ариежетическая величина ошибви; сумна квадратовъ 
ошибокъ. 


Положимъ, что изъ наблюдеюя исключены постоянныя ошибки. Сл}- 
чайныя ошибки, какъ сказано раньше, съ одинаковою вфроятностью мо- 
туть быть и положительными и отрицательными. Положимъ, что какую 
нибудь величину мы наблюдаемь много разъ, и при каждомъ наблюдении 
вычиеляехь ошибиу; возьмемь сумму вофхъ ошибокъ и раздфлимъ па чиело 
наблюден!й; въ“ результат подучимъ средиюю ариометическую величину 
ошибки. Согласно второй формулировк закона большихь чиседъ, эта ве- 
личима съ возрасташемъ числа наблюден! должна стремиться къ постоян- 
кому предёлу. Баковъь же этоть предёль? Нели бы этоть предфаъь быль 
отличень оть нуля, то это обстоятельство указывало бы на существован!е 
постоянной ошибки; но постоянныя ошибки исключены изъ опыта. Отеюда 
приходниь къ слёдующему заключеню: 

Средняя ариометическая величина ошибки, въ возраснищежь ннола 
наблюдений, стремится въ нулю. 


Положимь теперь, что мы наблюдаемъ какую нибудь величину н$- 
сколько разъ; пусть наблюдаемыя величины будуть &;, @,... п»; обозна- 
чихь наиболфе вфроятную величину черезъ 2; тогда едучайныя ошибки 
наблюдеви будут: х— в, х—а,,...т--а». На основанш послЪдней 
теоремы мы можемъ положить: 


{раде 


® 


0. 


Отсюда иаходимь: 
х— Е, @) 
® 
Отсюда приходимъ къ слфдующему заключеню: 


Наиболье вшроятная величина равна бредней аривметичесвой вс- 
личинь изъ ветть наблюдаемыхь величинь, 


Возьмень сумму квадратовъ ошибокъ: 
а и 


Принимая х за неизвестное, опредфлимь его такъ, чтобы сумма квадра- 
товъ ошибовъ прюбрфтала наименьшее значенще. Для этого нужно произ- 
водную приравнять. нулю: 


2 а) та) ---- 2 ан) = 


5 


Изь этого уравнешы для 2 найдемъ прежнее значенЕе (11. Поэтому прежнее 
правило для полученя наибодфе вфроятной величины мы жожемь выра- 
зить въ новой форм: 

„Наиболье втроятны.мь знацещемь наблюдаемой величины будеть 
то, поторое обращаеть сумму квадратовь олиибокъ в5 наименииую ве- 
личину. 

Отеюда вытекаеть навваше снособа наименьинхь квадратовъ. Лалве 
мы увидихъ, что изъ этого правила путежь логическихь умозаключенй 
мы получимъ новыя правила для нахожденя напболфе въроятныхь вна- 
ченй при сложныхь наблюденяхъ. 


4. 
Средияя ошибка; вЪеъ паблютаемой величины. 


Обозначияь ощибкп, слфланныя при наблюденяхь одной величины 
черезъ ат. 2;.... а». Среднею оннибкою принято называть корень квадратный 
изъ етумы квадратовъ ошибокъ, раздёленной на число наблюдений 


= и ааа, 
я 


Величина средней ошибкн указываеть намъ на степень точностн наблю- 
деня. Понятно. что чФжъ хенфе сами ошибки. ТЬмъ менфе будеть и 
средняя ошибка. Позтому чЪмъ менфе средняя ошибка. тЬмь тознфе на- 
блюдеще. 

Величина, обратная квадрату средней ошибки. называется влс0.и5 
наблюдаемой величины: 


1) 


Очевидно, чЬхъ бояфе вЪфеъ, тЬмь менфе ередняя ошибка и ТБиъ точнфе 
наблюдеще. Въ выражене для вфеа (7) входить поетоянная величина 0. 
цоторая можеть быть взята по произволу. Если мы имфемъ дло еъ иф- 
сколькихи наблюдаемыми величиважи, то постоянное С жожно опредёлить 
тавъ, чтобы вфеъ одной наблюдаемой величины равнялся единин$. Такиыъ 
образожь далфе мы будемъ говорить только объ относительныхь величи- 
нахь вфеовъ наблюдаемыхь величинт. 

Въ практик чаето приходитея еудить о в%сахь наблюдаехыхь ве- 
зичинъ, не дфлая еамнхъ наблюден!; прн чемъ, кавъ сказано выше. вЪеъ 
одной величины можеть быть принять за единицу. Какъ же судить о в#- 
езхъ паблюдаемыхь величинъ, не яёлая езинхь наблюденй? 

Если мы нифемь дЬло съ однородныхи величинами, воторыя наблю- 
даются одинаковыми приборами при неизуфнныхь услощяхт, то мы мо- 
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жемъ утверждать, что вфеа такихЪ велячннъ одинаковы. Какъ, далфе, нч- 
ходить въса неодвородныхь величинъ? 

Воматриваясь внимательно въ наблюдешя, мы замбчаемъ, что почти 
вс наблюдевя приводятся къ измфреню линейныхь отрфзковъ. Таку. 
температура измфряется ка термометрической скалф, даваеше на баро- 
метрической пли манометрической скалф, уголь измфряетея дугою круга; 
скорость, ускорене и сила также приводнтея къ линейнымь изифренямъ. 
Если всф величины измфряются при одномь я томь же мазштабф, то мы 
мощемъ утверждать, что вфеа такихъ величинъ одинаковы. Предположамт, 
далфе, что мы изифряемъ углы двумя кругами, при чемъ радгусь второго 
круга вдвое болБе рад[уеа перваго круга; тогда градусь ка второмъ круг 
вдвое бодфе градуса на первомъ крут. Очевидно, что ошибка пря изуф- 
рен угла вторымъ кругомъ будеть вдвое менфе; поэтому вфоъ, на оено- 
вави формулы (13, будеть вчетверо болфе. Отеюда приходихь къ елф- 
дующему заключению: 

Въса наблюдаемьь величин пропорщональны квадритазь линей- 
нызь отрезков, принятыхь за единицу измерен й. 


Но всякое заключее въ опытныхь наукахь нужно принимать съ 
весьма большою осторожностью. Такъ измфрять отрёзокъ на бумаг не то 
ще самое, что изифрять отрфзокъ на поверхности земли: на бумагь мы 
зоженъ откладывать досятыя доди саптиметра. на поверхности земли не 
можеть быть и рёчи о сантижетрахъ. ТаБимъ образомъ опредфлеше вЪоовъ 
наблюдаеныхь величинт представляеть довольно трудную задачу; рьшеш 
этой задачя можеть быть вайдено только пря помощи наблюдев!й. 


5. 
ВЪеъ функщи наблюдаемыхь величниъ. 


Во многихъ опытахь, особенно въ геодезш, мы можемъ выбирать 
наблюдаемыя величины ио произволу; въ результат» же намъ приходится 
вычислять ифоторую величину, какъ функющю каблюдаемыхь воличииъ. 
Обозначишь паблюдаемыя величины черезъ м, и, 10,....; половихь, чти 
намъ нужно вычислить величину х ио формул: 


Ж=ИДь, в, в, [6 


Прежде всего намъ нужно знать, еъ какою точностью вычислена вели- 
чиЕа х, что приводится &Ъ. нахождению вфеа этой величины. Длн этой 
вёли поетупаемъ слфдующимь образомк. 

Предположинъ, что каждую величину и, %. 0,... мы наблюдаемъ 
нфеколько разъ; обозначихь 
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ошибки и черезъ а;, 1,..., число наблюден! черезъ "т, 

ошибки + черезх },, В, ..., Чиоло наблюден!й черезъ яз, 

ошибки р черезъ 11, 1.,..., Число наблюден черезъ из, 
Ноложимъ 


п = и: 1. .... 


Изъ ряда найденныхь ошибокъ выберемь для каждой величины по одной 
ошибЕ$; пусть эти ошибки будуть а, 3, |,..; соотв тетвенную величину 
ошибки х обозначихь черезъ 8. Въ такомъ случа уравнене (1) превра- 
титея въ слфдующее: 


гаи ют. 


Вычитая отсюда уравнене (1), получаем: 


Виа, В т.) РИ в, м... 


Разложимь вторую часть по степенямъ а, }, |... и отброенмъ весьма 
малыя величины выше перваго порядка: 
а 


+ -- 


Возвысимъ об части въ квапрать; 


ИР 
аЕ д 


ии 
2 ори № бы + ^^ 


Сюда нужно выфето каждой изъ ошибокъ 2, 8, 1,.. иодетавить ея значе- 
ни, найденныя изъ наблюденйй; въ результат получиыь з подобныхь 
равенствъ. Сложивт эти равенства ин раздёливъ на ю, получим: . 


и) ж + 


^ 2} 


ра а/ 28 „99 м |0 


Г дн до зы 2 Эн дну па и: добр ть, 
‚ з з 


Примемъ во вниман!е, что Ха} = Ха 58; сверхъ того, по доказанному въ 
$ 3, средняя ариеметическая величина ошибки равна нулю; поэтому 


28 2.2 о 
пит № ^ 
д _ № м 

пт в 
ЗВ. о 
#2 из из ` 


Далфе, на основан сказаннаго въ $ 4 


С 50 3С 5% С 
поро то от то № 


Сдфлавъ эти подстановки и сократявь на С, мы проведем уравнене (2) 
къ слфдующей форяЪ: 

т ТА, 1 АР ЕР? 

= [> = [2 — (5 З 

р № 6.) * 6.) > 6.) + © 
Здьеь р. рт. №2. Вах... суть вфеа величинь 2, и, г. г, 
гаемъ вфеа наблюдаемыхь величинъ фи, Рз; 23. извфетными; тогда фор- 
нула (3) даеть вфеъ величины х, вычисляемой по формулВ (2. Въ фор- 


зулу (8) вуфето и. г, и,.. нужно подетавить ихъ значеныя, найденных 
изъ ваблюдений. 


.- Мы предпола- 


Раньше было сказано, что въ геодезическихь изыфрешяхь услови 
опыта таковы. что въ выбор наблюдаемыхь величинъ стиествуеть яъко- 
торый произволъ. Въ такомъ случаЪ возникаеть задача: выбрать набли- 
Завмыя величины тахь, чтобы по фориулю (Т} вычиелитиь величину Х 
въ наибольшею зточноетью. Задача приводится къ нахожленю напбольшей 
величины вфеа р, т.е. къ опредфленю наименьшей величины функщи (3». 
Замфтимьъ прежде всего, что величины и, #, и’... не произвольны; он 
должны удовлетворять нфкоторому уравненю. Въ самомъ дфлЪ велачина 
х должна ныфть нфкоторое опредфленное значеше, которое вполнЪ не за- 
висить оть выбора наблюдаемыхь величину; это значеве получится. когда 
въ формулу 11) выфето и. ©, т... подетавимъ ихъ значещя, найденныя 
изъ наблюдении; пусть при этомъ х обратится въ а. Байденное значеше 
в не должно изыфняться еъ пзмуфненечъ наблюдаемыхь величинъ и, #, и, .} 


слфдовательно 
Ник. и, 


(+) 


Такниъ образомъ наша задача приводится къ нахождению условнаго юми!- 
ляет а: нужно опредфлить м, #. н 


такъ, чтобы удовлетворялось урав- 
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ненЁ (4) и функц (3) прюбрётала наименьшую величину. Задача ослод- 
няется тВуъ обстоятельствомь, что велитины м, г, м не могуть изиф- 
ннтьен произвольно; каждая изъ этихъ величинъ измфняется въ нАкото- 
рыхъ предфлахь. что вполи® зависить оть тфхъ уелов, при которых 
совершается опытъ. Нояснимь сказанное на частномъ прижЪрь. 


6. 
Чаетная задача для пояененя. 


Равемотримь слёдующую геодезичеекую задач 
Не переходя рюки, измврить разетоянще между двумя зпочкими. 
лежащими на противоположныхь сноронать уни. 


Положимт. что требуется измфрить разсояне 48. Иутеть наблюдатель 
находится на той сторонЪ рьки. гдВ лежить точка В. Для рёшен1я задачи 
выберем произвольную точку С и опредълимьъ разстоян!е ВС и углы пра 
точкахь Ви С. Обозначимъ разстояне ВС черезъ $, углы при точкахь 
ВЕС черезь фи Ф, искомое разстояне АВ черезъ х. По извфетной 
формул тригонометрия находимъ: 


Ве 


зе 


в) 


Опредфлимъ вфеъ величины х. Для простоты разеуждеяй предположпяъ. 
что разстояне ВС мы ножемъ изм®рить точно. что ошибки зависять 
тозько оть нзифревя угловь фи ®. Такъ какъ эти углы изыфряются 
тЬнъ же приборомъ, то мы хожемъ читать вфса этихъ измёренШ равными; 


примежъ эти вфеа за единицу; тогда в\съ величины х опредфляетея по 
формуай (8, 8 5): 


1 о! 2 5? ево р -еаВИ Я, 
р +6) зе -+%®) 


[2 


Нужно теперь выбрать точку С’ такъ, чтобы вфсъ р быль наибольний, 
т. е. чтобы выражен!е (2) прюбрфтало наихенышую величину. Оъ изи%- 
нешемь точки С’ хфняются величины 5. ри %; во между этими велнчи- 
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нами существуеть зависимость. Бели обозначимъ длину АВ черезъ а. то 


Вто 
(+ 


Опредьливъ отсюда $ п подставивъ въ равенство (2). получимь: 


ея сбое 


? заб ии Е в) 


Злёсь а остается неизмфинымъ, языфняются углы ф и ®. Требуется найтя 
нанменьшую величину этого выраженя. Это выражене можеть быть при- 
ведено къ слёдующей форм$: 


1 ий ф д? 51т? $ 
= ей : а. 4 
р асов ($ (+ я) зат ыы 
Обовначимь уголь пря 4 черезъ @ и положинь АС — 4; тогда 
ай 2 меч в, 
Выражене (4) можеть быть приведено къ слдуницей форм: 
1 5 
еее. 5) 


Вторая часть есть функщя двухъ величинъь 4 и 8, которыя измЪняются 
независимо одна отъ другой. Выражене {5) уменьшается съ уменьшешенъ 
Чи съ уменьшенемъ 98. Наименьшая величина сой68 будеть нуль, 
нога 8 обращается въ прямой уголь. Что касается 4==АС, то эту вели- 
чину можно уменьшать только до нЪкотораго предфла, такъ какъ даль- 
ийшему уменьшению препятотвуеть услоые задачи: не переходить р®ки- 
Отсюда выясняется правило для полученя наиболфе точнаго результата: 
необходимо выбрать точку (С’такъ, чтобы уголь А быть по возможности 
близокъ къ прямому утлу, а сторока АС возможно мала. Этимъ требова- 
вяыъ вужно удовлетворить, сообразуясь съ характеромь мЬетности. 


1. 


Составлен е эмпирической формулы. 


Предположииъ, чт мы наблюдаемъ какую нибудь величину, зави- 
симую оть другой величины, напр. давлеше Р въ зависимости отъ темпе- 
ратуры 2. -Шусть ваблюдземыя температуры будуть &, &, %, .... соотв®т- 


= ш- 


ственныя давленыя Р,;, Р., Р;,... Нанесемь наши наблюденя на клфт- 
чатую бумагу. Для этой Цли на какой нибудь осн оть постоянной точки 
отложижъ отрзки, равные температурамь; въ концахь этихь отрьзковь 
возставимъ перпендикуляры и на нихъ отложимь воотвфтетвенныя давлен!я. 
На бумаг получимъ рядъ точекъ; соединивъ соеёдня точки прямыми, 
получимъ ломанную линю, которая приблизительно выразить ходь изы\- 
ненн давленя съ измфнешемь температуры. Требуется составить 603 
можно простую эмпирическую формулу, которая возможно точите вы- 
фаоюаеть наше наблюдене. Предположимь, что намъ неизвфстна форма 
той функшы, которая выражаеть зависимость давленя оть температуры; 
предноложимъ, далфе, что эта функщя въ предфлахъ наблюдения можеть 
быть разложена по возрастающимь степенямъ температуры. Тогда эмпи 
рическая формула будеть имфть сяфдующий видь: 


Р=а+ в се 


Здьеь коэффищенты 4, В, С, .... суть нфкоторыя постоянныя числа. 
Однако безконечнымь рядомъ неудобно пользоваться и потому мы удер- 
живаемъ въ формул нЪфеколько первыхь членовъ. Предположпуъ, что 
лоханная лин на чертеж мало уклоняется отъ прямой линие тогда мы 


можемт, удержать два первыхъ чхена: 
Р=А- В+. 


Но ебли ломанная лини на чертежф значительно уклоняется оть прямой 
лини, то въ эмпирической формул нужно удержать болфе двухъ членовъ. 
Пробуемь удержать четыре члена: 


р=а+- се + 08. 


Лия опредфлешя козффищентовь подетавимъь въ это уравнеше кавшя 
нибудь четыре наблюденя, изъ четырехъ полученныхь уравнен!й опре- 
дфлимъ четыре коэффищента. Если случится, что коэффищенть Л) весьма 
малъ въ сравнени съ другими коэффищентахи, то въ энпирической фор- 
ул можно удержать только три члена; 


= В - 08. 


Можеть случиться, что изъ теоретическихь соображен! намъ извЪетна 
форма функщи, выражающей зависимость давлешя отъ температуры, но 
ифеколько коэффищентовъ въ этой функщи оетаютея неизвфетными. ПШо- 


ложнмъ 
Р=рьа, В), {#} 


— 8 — 


при чемъ воэффицешты А и В остаются неизв\стными. Для опредЪленйя 
козффищентовь вставимъ въ уравнеше (1) наблюдаемыя величины, полу- 
чимъ рядъ слЬдующихь уравненй: 


РР, А, В 
р, = РЕ, 4, В), 12 
р, =(ь, А, В). 


Здфеь мы вуфемь два непзвфотныхь коэффишента, а число урзвненй 
болфе двухъ. Если бы наши наблюденя были точны. то коэффищенты 
А и В можно было бы опредфлить такъ, чтобы удовлетворялись всф урав- 
иен (2). Но наши наблюденйя ошибочны, и потому пельзя удовлетворить 
вефжъ уравневямъ (2). Цоэтому возникаеть задача; каким образохь взЪ 
хногихь опытныхь уравнен! (2) опредфлить наиболфе вЪроятныя значеня 
для коэффиментовь А и В. Нужно дать правило для рёшеюя подобной 
задачи. 


8. 
Нриведеше энпиричеевихъ уравнен!й къ линейныяъ уравненчмъ. 


Въ послфдиемъ $ мы пришли къ онредфленю непзвфетныхъ коэффи- 
ентовъ изъ эхпирическихь уравненй, содержащихь наблюдаелыя вели- 
чины. Вообще наб.подлелыхь величинъ можеть быть нфеколько, обозна- 
чиуъ ихъ черезь м, т, #"....; обозначимъ неизвестные коэффищенты че- 
резъ х, у. 2.... Значешя наблюдаемых величинъ. найденныя при каколъ 
нибудь наблюдеши. обозначимь черезь и;. и., м'....Задача наша привь- 
дится къ решению уравнение: 


Пу вен ме м. 
Еее, У, Е,.-.. На» 62. 8... (1) 


3%, у. 2,.-. из, 93. Из.. 


Число этнхъ уравненш болфе числа неизвфетныхь х, у. 2. 
изъ уравтен 


'Требуетея 
(1) найти наиболфе вфроятныя значения для х. у. 2, 
Такова самая общая задача въ способф наиженьшихь квадратовъ. 
Прежде чьхъ рЬшать общую задачу, мы займемея рЕшешемъ боле 
простой задачи. Разсмотримъ тоть случай, когда каждое изъ эмпириче- 
сжнхь уравненй содержить только одну наблюдаемую неличину; тогда 
уравпене можеть быть разрЬшено относительно наблюдаемой величины. 
Эмипричесяя? ураввешя принимають слфлующею форм. 


А (в, у, 
Ё (а, у, 
В, у 2... 


=, (2) 


= из, 


Во вторыхъ частяхь стоять наблюдаемыя велячины. Эмпярически урав- 
неншя (1) вообще не будуть линейными. Но мы всегда можемь привести 
ихь къ линейнымь уравнещяуъ слёдующимь прехомъ. Прежде всего 
ВУето #1, м2, №,... Подетавижь ихъ значешя, найденныя изъ наблю- 
ден. Изъ уравнен!й 42) выберемъ столько уравнен?й, сколько нензвфет- 
нЫхЬ 2, У, 2,...; рышивъ эти уравненя, найдемь для нензвфетныхь при- 
ближенныя значенш а, 5, с,... Положимь х==а-Ё, у--Нт, г=е+ $, . 
п подетавимъ въ рравнены (2). Функциь стояпия въ первыхъ частяхь 
разложижь по степенямъ &, %. ....; Тавъ какъ этп величины малы, то въ 
разложенш можно отбросать члены выше перваго порядка; въ результать 
получимь линейныя уравнения: 


Фа я фа Аи, 
ета: ежа, 
ЧЕ аа - а --- Ва, 


'Изъ этихь уравнен!й нужно опредёлить наиболье вёроятныя значевя для 
$: 

Этоть прёемъ можеть быть примфненъ въ общемь случаё дли при- 
ведешя уравнеяй 1) въ линейной форуб. 


э. 


Рёшеше линейныхъ уравненй, когда в%еа наблюдаемыхь величняъ 
одинаковы. 


Мы привели эмняричеея уравлешя въ линейной форуЪ: 
ар фи фа Чи, 
а -- у ее НР, {8 
ап Бу сте Ия и, 


Требуется изъ этихъ уравнешй опредьлить канболве вфроятныя значены 
для %, у, 2,... въ томъ елучаВ, когда число уравнений болфе числа неиз- 
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вьетныхт. Предположим, что вЪса наблюдаемыхь величинь и, %', и", 
одинаковы. Для большей ясности предположимъ, что эти величивы одно- 
родны, измфряются одвимь и тВыЪ же приборомь при неизынныхь }6л0- 
выхъ. Въ такомъ случаф ошибки величинъ %, и’, ши. имЮть тоть же 
характеръ, какъ и ошибки при нЪфеколькихь наблюденяхь одной и той 
же величины. Замфтимъ, что уравненя (1) совуфетны только въ томъ 
случаЪ, когда каши наблюденя вполЕЪ точны, чего на самомъ дьлё ве 
бываеть. Предноловимтъ, что въ нервыя части (1} выфето х, У, 2,.... под- 
ставлены ихъ точныя значеня. Тогда первыя части дадуть точныя зна- 
чешя величинъ и, #’, м/,..., во вторыхъ же чаетяхъ стоять каблюденныя 
значевя тЬхъ же величинъ. При такомь предположенши разкости между 
первыми и вторыми чаетями будуть ошибками каблюденя. А такъ какъ 
по нашему предположению каблюдаемых величины одинаковы (отличаются 
одиа оть другой на нЪкоторыя виолнф точно опредфленныя величикы), то 
въ сущноети мы ихфехь дло съ ошибками одной и той же величины; но 
въ такомъ случа, какъ было показано въ 8 8, сумма квадратовь оши- 
бокъ должна пруобрётать наименьшую величину. Сумма квадратовъ ошп- 
бокъ будеть; 


(аз буее 1 в (а уе Ри 
2 
(ава + уе — м4 ы 


Отсюда приходпхь въ заключению, что 2, у, #,... должны быть опредф- 
лены такъ, чтобы выражене (2) пробрётало наименьшую величину. По- 
сяфлняя же задача рёшается иросто: кужно производныя отъ выражен!я 
{2) по каждому перемфнному приравнять кулю. Приравнявъ нулю произ- 
водЕтю по х оть выражен (2), по сокращен! и на 2, получимъ ел5дующее 
уравнен!е: 


в(ах-рву-ее +.) + а(ат-|- Бу ег-- НР 


рай (айе Му ре И) 4-0. 


Чтобы получить подобное уравнене, нужео каждое изъ уравненй {1} 
ужножить на коэффищенть при х и сложить. Отсюда приходимь къ слё- 
дующему заключеню. 

Улмножимь каждое изъ уравненив (1) на коэффищенть при одномь 
и томъ же неизаветномь и сложимь, получииь одно уравненде: подоб- 
ныть уравненй можно получить столько, сколько неизвветныть; изъ 
‚рпинемя полученныхь уравненй найдемь наиболее вероятныя значешя 
меизвветныхь. 


в 
Введемь слфдующн сокращенныя обозначен: 
(аа) = а... 
(аб = ара... ® 


Окончательныя уравкенЁя для опредЁлен непзвфстныхь будуть; 
(аа) х 4 (ау еда + -- + (= (а. 
(ебу 2-4 бд =. (4) 
{0х4 (Пу -- сое + (@ = цень 
Тавъ рьшаютея эминричеся уравнены !1), когда вфса наблюдаемых 
величнеь одинаковы. 

Въ дальнфИшемь изслёдовани камъ нонадобитея опредфлеше вели- 
чины х изъ уравнекй (4) при помощи неопредфленныхь множителей. 
Опредёлимь +4, В, С..... изъ уравнение 

(паза авео = 
ба ВС =0. 5) 
(аа Фес =, 


‚ п вложимь; прп- 


Узкожижь уравкен {4} соотвфтетвенно на 4. 
нявъ во внимвн!> уравнен!я |5}. получимь: 


д = (аа ФВ (ен) Сб --— 
— ша — АВ — (© С-- 


10. 


Рашене линейвыхь уравненЫ, когда вЪеа наблюдаемыхь величии 
различны. 


Покажемъ, какъ решаются ликейныя уравненя- 
аж уе += 
ах 4 Буре Ржу, @) 
айх-- Бу с. И ый, 


— 168 — 


въ томъ случав, когда вЪса наблюдаемыхъ величинъ и, и’, и",... различны; 


обозначимь эти‘вЪеа черезъ р, 2’, р",... Для этой цфли введемъ новыя 
величины: 
э=иур. б=иур, = ур... ° (2) 


Умножимъ уравненя (1) на квадратные корни изъ вЪсовЪъ; получимъ слё- 
дуювия уравненя: 


Ури ие 4=% 


Ира -- Ру 62+ ,, (3) 


Урале у ен. —— и, 


Вфеъ каждой величины (2) равень единиц. Въ самомъ дфлЬ, на 
основани формулы (8, $ 5) вЪеа этихъ величин будуть: 


= Л = й 1 =). 
р \ди ор’ > рИ\дий 

Величины. стоязуя во вторыхь частяхь уравнений (3), мы можемъ при- 
нять 38 наблюдаемыя величины, вфса этихь величинъ, какъ показано, 
равны единиц. Поэтому уравненя (5) могуть быть разрьшены пруемомъ, 
указаннымь въ 8 9. Умножимъ каждое изъ уравиен!й (3) на коэффищенть 


при 2 и вложимъ; если выфето 5, 9, #!,.... подетавимъ ихъ выражения {2), 
то получимь слфдующее уравнене: 


ар(ах уе + ее рее Ри) 
+ абря (ах Му ро И = 


То же самое уравнеше получимъ, если мы умножимь уравневя (1) соот- 


вфтетвенно на ар. а’, айрй,.... и сложимъ. Отсюда вытвкзеть слёдующей 
результаты: 


Унножимь хажйое уравнене (1) на коэффищенть при одномь и 
иомь же неизвистнонь и на соотвютсетвующй въеь и сложимь, полу? 
чииь одно уравнеще; подобныхь уравненйё можно получить столько, 
схолько неизвветныхь; изъ рюшешя полученныхь уравнений найдем. 
нанболье ввроятныя значейя для неизвтетныхь. 


11. 


Споеобъ Гаусеа для рётеня вминричеекихь уравиен!й и дли онре- 
двлеНя вЪеовт. 


Гаусеъ даль дальнфйшее и окончатезьное развит{е способа наимень- 
шихъ квадратовъ. Поклжемъ, въ чемъ заключается спогобъ Гауеса. Дана 
снетема эмпиричегкихь уравнений; 


аж и ег 4-Е ы, 
неа + Му мае Ви, [6% 
из АНА = СР И, 


Гауссъ предложилт. рышать эти уравнения при иохощи неопредёленныхь 
множителей. Подберемь множители 1, ", А"... тавъ. чтобы удовлетворя- 
лист уравнены: 


ай 4 им ати ----- = 1, 
В ии и в, (2) 
ей + о’ {ИТ --- -—--- = 9 


Умновимъ уравневя (1) соотвтетвенно на #, #', 4#, в сложихъ; въ 


результатВ. принявъ во внихане уравненя {2). получимъ; 


АО И. 3 


Чиело уравнен!й (2) менфе числа искомыхь множителей №, #', 4",....; 
потому уравнен!я (2) дають неопредфленное рыпене. Для полученя 


опродёленнаго рёшеня Гаусс ставить слёлующую задачу: опредюлиянь 


изъ уравнен (2) п, №. №! подь усломень, чтобы въеь величины х, 
данной уравнешемь (3 нандольшй. Покажемъ. какъ рытается эта 
задача. 

Обоаначимь вел ведичинъ м. и’, м",... черезь р. }’. №',-..; 060- 


значныъ вфеъ величины =. данной уравненемъ (3), черезъ 9. Но формул 
(3. $ 5) находимъ: 


=. га + эы)+-= 


+ и @ 


— аз — 


Задача Гаусса приводится къ нахождению относигельнаго пфаииаа: нужно 
опрефьлить №, №, В",... такъ, ‘ппобы удовлетворялиеь уравненя {2) и 
выражене (4) прюбрьтало наименьшую величину. Эта поельдняя задача 
рышается по извЪстнымь правилаыт дифференщальнаго исчислешя. 

Остается показать, что способъ Гаусса приводить къ тфмъ же резуль- 
татамъ, какъ и прежний способъ. изложенный въ 58 9 и 19. При этомь 
доказательств мы ‘можемъ отраничиться случаемт, когда вфса паблюдае- 
мыхь веллчинъ м, #’. #/,... равны: такъ какъ болфе общ й случай, какь 
показано въ & 19. приводится къ первому случаю. Итакъ предположимт,. 
что веа наблюдаемыхь величинъ м. №’. в"... равны сдинииф; тогда ра- 
венство (4) приводится въ слфдукищему: 


. и -- из да 


Нужно найти ванменьрую величину выражения {5) подь условемъ, чтобы 
удовлетворялиеь уравненЁя (2). Лля р®фшенЁя этой послёдней задачи будемъ 
поступать по правилам. изложенныхь въ лифферениальномь исчислени. 

Умножимт нервыя части уравненй ‹2} на иеопредфленные множи- 
тели 2А, 2В, 20,... сложимъ и ихь сумиу вычтемь изъ выраженуя (5): 
иолучимъ слАдующее выраженуе: 


Ри. 
— 24 ай аи а 
— 28 ФА -- М -- БТА -|- - 
— аб цей + + 


Цо правиламъ. иззоженнымь въ лифференя!альномь исчислени. нужно 
производныя оть этого выражещн по измняемости Л, 4’, /М,... прирав- 
нять нулю; иполучимь уравнешя. изь которыхъ вайдемъ: 

& — Аа ВЫ (6 + —-.-, 

И == А’ -- ВЫ 4- бе | ‚ {6) 

А" Лай-- ВЫ Се" ----- 


Уравненя {2ри {6) доетатечны для опредфленя вебху невзьфетныхь во- 
внчинъ й, 4, й.... 4, В.С,... Мы можемъ неключить изъ нашихъ урав- 
нен#й Л, №, №,... Подставиыъ въ уравнен]н (2) выфето й, №, №"... ихъ 
выражения (6); првнявъ во вкиман сокрашенныя обозначена (3.8 9), 


— 1 — 
цолучият сяфдующы уравнения: 
(аш + (8) В + вде + 
бод в ве 
{са А-В + (ве --- 


® 


Нодетавивъ вмЪето Л, 1", ЛИ, ... их, выражен (6) въ равелство (81, по- 


лучвыъ: 
к = (ануА ов ее 


— «А — В --где.. 


{3 


"Итак ‘енособь Гаусса окончательно приводится кь глбдующиюь дАЙ- 
етвЁямь: нужно иль уравнен (7! опредёлить 4. В. С... и найденныя 
значевя полетавить вт формулу (3). Но точно такой же результать най-. 
донъ быль въ $ 9. Отямъ доказано. что сповобъ Гаусса приводить къ 
твыъ же результатам. какъ и нрежн!й снособъ. изложенный въ 86 9 и 
10. Итакъ снособъ Гауееа приводится къ гаёдующему: 

Изь омниричекихь уривненй при пожощи неопредьленныхь мно 
эеитедей каждое нонавтетное опреьляется зтикь, ‘отобы втсъ 220 быль 


хапбольц й 


Способъ Гаусса окончательно подтверждаеть. что прюмами, иззожен- 
ными въ 88 9 и 10, неизв®стныя величины изъ эмпирическихь уравненй 
‹предёляютея съ наибольшею точностью. 


12. 
Приведене общей задачи къ лннейныяъ уравнен{ямъ. 


До сихь поръ мы ограничивали наше изолфдоване застнымь слу- 
чаемъ, когда въ каждомь змпирическомь уравневн входить только одна 
наблюдаемая величина. Повожемъ теперь. какъ рёштается самый обиий 
случай, который приводится къ уравнены: ” 


Ау вь в, и, 
Ди, и. * 1: #2. 1. 41} 
В, у, &....- 43. из. #3... - 

Зь этихь уравненяхь ш, &; №1,... суть значеня велачияь м, г, м, . 


яайденныя нри одномъ язь наблюден!. Прежде веего покажемъ, что зан 


— 20 — 


ричееыя уравненя (1) могуть быть приведены къ линейной форы?. отно- 
сительно вевхъ величинъ, входящихь въ эти уравневя. 

Изъ системы (1) выдфлимъ столько уравнен!й, сколько неизвфетныхь 
2, у, 2,...: изъ рышеня этихь уравненй найдемь приближенныя значенй: 
ч, В.Е... дяя нензвъстныхь. Положимъ 


жа", уу, Ее, 121 


Обозначимъ черезъ г. Аг, 4+. 
положимт: 


+. 


ве, шеи 


Величины и, 


и?,... мы можемъ принять за наблюдаемых величины; 
значения этихь величинъ, найдонныя изъ наблюдении, равны нулю; но вт, 
дЬйствительности эти величины не будуть нулями. а лишь малыми вели- 


чинами. Вфса величинъ м’, #/, му. 


равны вфоамт соотвфтетвующихт 
. Вь уравнены (1) выфето =. у, ии, в 
подставимь ихъ выраженя (2} и (3); разложимь фуньши по степенямъ 
Ш, у, 2.4. ни, , и;.... Иринявъ во внимаше, что мы ичфемъ дфло съ 
малыми величинами, мы можемъ отбросить налыя величины выше перваго 
порядка: въ результать уравненгя 1} превратятся въ зинейныя: 


величинъ 71, Я, # . 


в ну г ии и инт +. 
вый ВУ Ни азы ыы вк о. 
ай БУ рай о ааыу фару Е У 


Изь отихъ уравненй нужно найти наиболье точныя значешн для 
ту. г 


13. 
Рашене общей задачи. 


Мы привели общую задачу къ рЬшению линейныхь уравненйй: 


я му #4 
ава Ву а 
аз | Ву: -- — 


даты -- В р, и, 
ан, ва + рю РН. 
в Вы вюр-Ь, 


Наблюдаемыя величины #;, Н:, цу... -нмфють одявъ и тоть же ВЪеъ, 
06, ; 

означимъ сго черезъ р;; ВЪсЪ величинъ 91, #2, %;,... обозначимь че- 
резъ №2; вЪсъ величинъ 01, №,, ту, ... обояначииь черезъ р; п т. д. Вве- 
демъ новыя величивы. положимь 


вы реа ось. 2) 


Уравнены (1) примуть слёдующую форму: 


ауте ши, 
ше + уе 13) 
изя Е Ву -- ‘1? ---- = 63. 

Обозначимь вфеа величин ш;, 55. 93. .... черезь 41, Ч», 93. Покаженъ, 


кавъ находятен эти в\еа, Изъ уравнения (2) на осповавя формулы {3. 6 5) 


нУбемъ: 
и о } 
ве МН 
ай 12 
Ра т 
Таким» обраломъь вед величинь м. &›. 3... опредбанютея изь сл®- 


дующихь гравневйс 


[ео 


Мы хожемъ тецерь разематривать ю;. ®:. ®з,.. какь наблюдаемыя вели- 
чины; веса этихъ величинъ опредфлиются изъ уравнешй {4+- Но ураз- 
нены (3: ныфють ту же форму. какъ и уравнены (1. $ НУ. Поэтому урав- 
неня {3 рышаются по правнааыт, изложеннымь вт $ 10. 

Заключен. ЗАбкь изложено въ краткой формЪ все, что нероходимо 
для обработки опытных данныхь. Спосойь наименышихь ввидратовъ на 


— 89а — 


самомъ дёль приводится къ сложнымъ зриеметичеркимь дЪйстйямъ. Въ 
нЪкоторыхь сочинешяхь указаны практичесв!я правила, облегчающуи эти 
дьйетыя; сверхъ того указываются правила для отбрасывая сомнитоль- 
ныхъ наблюденй. Читатель, желающуй познакомиться съ подробностями 
©1060бв наименьнихь квадратовъ, можеть обратиться къ болфе полнымь 


созиненнмъ. 
В. Ернаковт. 


